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Principio de Acotacién Uniforme

X #0, ECRX familia de funciones de X en R
o E acotada en xg € X: sup{|f(xo)|:f€E} < oo
o E puntualmente acotada: sup{|f(x)|:f€E} <o VxeX
o E uniformemente acotada en BC X: sup{|f(x)|: f€E, x€EB} < o

Principio de acotacién uniforme

X espacio topolégico de 2¢ categoria en si mismo
F familia de funciones continuas de X en R

F puntualmente acotada

¢

F uniformemente acotada en un abierto no vacio B C X
Basta considerar: F,={xeX : |f(x)|<n Vf€E} (neN)

Lema de Baire: = Como X se puede tomar cualquier subconjunto
abierto de un espacio métrico completo
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Teorema de Banach-Steinhaus

X,Y espacios normados, E C L(X,Y) familia de operadores lineales continuos
o E acotada en xg € X: sup{||Txp|:7T €E} < oo
o E puntualmente acotada: sup{||Tx||:T €E} < VxeX
o E uniformemente acotada en BC X: sup{|f(x)|: f€E, x€B} < o

o E uniformemente acotada en la bola unidad: sup{||T||:T € E} <

Teorema de Banach-Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, E C L(X,Y)
A= {xeX :sup{||Tx||: T € E} <eo}. Son equivalentes:

(a) A es de 2% categorfa en X

(b) A=X, es decir, E estd puntualmente acotada:
sup{||Tx||: T €E} <o VxeX

(c) E estd acotada en norma:
sup{||IT|| : TEE} <




Teorema de Banach-Steinhaus Aplicaciones
(e} 0000000

Primeras aplicaciones

Teorema de cierre de Steinhaus

X espacio de Banach, Y espacio normado, {7} : n € N} C L(X,Y) sucesién de
operadores lineales continuos.

Supongamos que {7} converge puntualmente en X :
{Thx} - Tx VxeX

Entonces T € L(X,Y)

Caracterizacién dual de la acotacion

X espacio normado, E C X
E acotado <= f(E) acotado VfeX*

Explicitamente:

sup{||lx|| : xEE} < o <= sup{|f(x)]:xEE} < VfeX*
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Funciones en la circunferencia y funciones periédicas
T={z€C:lz=1} = {e" :t€R}
Funcién definida en la circunferencia g:T — C

f)y=g(e") U M gz) = f(Argz)

Funcién 2n-periédica fR — C

Medida de Lebesgue normalizada en la circunferencia

0:]—mm =T o) =e’ Vi€]—m,mn biyectiva
E CT medible <= ¢ !(E) medible-Lebesgue en R

1.
7 Mo Y(E))

Lp(T) = Lp(m) (1< p<=)

m(E) :=
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o L,(T) (1< p<o) “Funciones” medibles g:T — C tales que

|mu:(ANgawdm@01”<iw

o bien, “funciones” medibles 2n-periddicas f: R — C tales que

1 & 1/p
= (25 [1s0par) <=

o L.(T). “Funciones” medibles y esencialmente acotadas g: T — C, o
bien, “funciones” medibles, 2n-peridédicas y esencialmente acotadas
fR—-C.

llglle = esssup [g] = esssup |f] = [[fll (8= f € Leo(T))

o C(T). Funciones continuas g: T — C, o bien, funciones continuas y
2n-periédicas f:R — C con

llglls = méx {|g(z)] : z€ T} = max {|f(t)| :t €R} (g=f€C(T))
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Espacios de Banach para el estudio de Series de Fourier

Relacién entre los espacios L, (T)

Para 1 < p < g < « se tiene
C(T) C Loo(T) C Ly(T) C Lp(T) C Li(T)
El operador Id : Ly,(T) — L,(T) es lineal y continuo, de hecho

lellp < llglly Vg € Lg(T)

pero no es un monomorfismo:

Lusin = C(T) =L,(T) (1< p<)

f=g€Li(T). Coeficientes de Fourier de f:

-~

o = o [ sy mar= [ ¢
Serie de Fourier de f: Z fln)e™ = Z f(n)?

nez nez

(2)z7"dm(z) (neZ)
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Convergencia de series de Fourier

f€Li(T). Sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier de f:
n .
Su(fit) = Y fln)e® (teR, n=0,12,...)
k=—n

Problema: { {S,(f,")} — f7  ;Cuéndo y en qué sentido podemos decir que

la serie de Fourier de una funcién converge a dicha funcién?
v

Convergencia en norma

Riesz: 1 <p<oo, fELY(T) = {Su(f,")} = f en L,(T):
tim [ [8,(7.0 = S0 dr = 0

Para f € C(T) tiene sentido preguntar:
i{Sa(fi0)} — f(t) VieR?

La respuesta es negativa (DuBois-Reymond) pero no es ficil dar ejemplos
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Punto de vista “funcional”

Para ne NU{0} fijo, tenemos:

Su(f,0) = i flk) = %/jcf(,) ( i eikt) dt

k=—n

_ i/:;f(t)Dn(I)dt = 9u(f)

Recordemos: Li(T) ¢ M(T) = C(T)*
Luego @, € C(T)" con |[|@al| = [|Dall1

Ahora un poco de célculo:

D,(1) = i e~k — sen(s(:rzz(# (0< |t <) Dp(0)=2n+1

k=—n

y se comprueba sin mucha dificultad que {||Dy||1} — +oo
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Lo que hizo famoso al Teorema de Banach-Steinhaus

Aplicacion a las series de Fourier

El conjunto de las funciones f € C(T) tales que la sucesién {S,(f,0)}
estd acotada es de 17 categorfa en C(T). As{ pues, la convergencia puntual
de la serie de Fourier de una funcién continua es “atipica”
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